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Wie falte ich eine Ellipse?

Was ist eine Ellipse?

Definition von Ellipse:
Eine Ellipse ist die Menge von Punkten P, fur die der Abstand zu zwei gegebenen festen
Punkten F1 und F2 konstant ist. Die Punkte F1 und F2 sind die Brennpunkte der Ellipse und

der Abstand ist 2a, also die doppelte Hauptachsenlénge.

Wie hilft uns diese Definition?

Wir kennen eine geometrische Form, die sehr ahnlich definiert ist. Genau, der Kreis. Ein
Kreis ist eine Menge an Punkten P, deren Abstand zu einem festen Punkt M konstant ist.

Grundlage fir eine Ellipse ist also ein Kreis.

Faltanleitung:

Zuerst benotigt man einen nicht zu kleinen Kreis auf einem Blatt Papier. Nun markiert darauf
zundchst den Mittelpunkt des Kreises M und einen beliebigen Punkt P der eher am Rand des

Kreises liegt. Dieser Punkt P wird der zweite ,,Mittelpunkt der Ellipse.

Dann klappt man den Kreis so ein, dass die Kante den Punkt berthrt.

Nun muss man dies noch von moglichst vielen Seiten her machen.
Das Ergebnis:

Faltet man nun den eingefalteten Kreis wieder komplett auf, so erkennt man die Form einer

angenaherten Ellipse mit den beiden Brennpunkten M und P.

Was steckt dahinter?



Auch hier sind die Knicke wieder die Tangenten der Ellipse.

Wie faltet man aus einem Din-A4 Blatt ein gleichseitiges
Dreieck?

Faltanleitung:

1. Ich lege das Din A4 Blatt im Querformat vor mich hin.

2. Ich knicke das Blatt in der Halfte, so dass eine Hilfslinie entsteht, die das Blatt teilt.

( Die unteren Ecken A und B auf die oberen Ecken C und D)

3. Ich falte die Ecke C so auf die Hilfslinie, dass an der Ecke B ein Spitzer Winkel entsteht.
4. Ich verlangere den eingeklappten Teil der Kante b gedanklich und klappe die Ecke D daran
ein.

5. Als letztes klappe ich die Uberstehende Ecke A ein.

Handelt es sich hierbei um ein gleichseitiges Dreieck?

Bei einem gleichseitigen Dreieck sind alle Winkel 60°.

1. Wenn man das Dreieck gefaltet hat, erkennt man, dass die drei oberen Winkel gleich sind.
a=ao =a”’

Die Winkelsumme im Halbkreis ist 180°

180°:3=60°

2a=o=a’=60°

2.6 =90°, da dies der rechte Winkel des Din A4 Blattes ist, o’ = 60°

Die Winkelsumme im Dreieck ist 180 °

180°-90°-60°=30°

> B =30°

3.8 =30°

Der komplette Winkel an der Ecke B ist 90°, da dies der rechte Winkel des Din A4 Blattes ist.
90° — 30° = 60°

> B=60°

4. 0= 60°, = 60°

Die Winkelsumme im Dreieck ist 180 °

180° — 60° — 60° = 60°

> y=60°

>oa=p=vy



Bei dem Dreieck handelt es sich um ein gleichseitiges Dreieck. O

Parabelzeichnen ohne Parabellineal

Das Problem:

Man mdchte eine beliebige Parabel auf ein Blatt Papier ohne Koordinatensystem bringen,
besitzt aber leider kein Parabellineal.

Das Vorgehen:

Zuerst zeichnet man zwei sich schneidende Linien.

Auf jeder Linie markiert man mindestens drei Punkte im gleichen Abstand und nummeriert
Linie a von oben nach unten und Linie b von unten nach oben.

Nun verbindet man gleiche Punkte: 1-1, 2-2, 3-3, ...

Parabel oder nicht?

Vermutungen: (1) Die Figur ist eine Parabel.
(2) Jede Gerade ist eine Tangente.

Um dies zu zeigen, Ubertragen wir die Figur nun in ein Koordinatensystem.



y = ax?, Der Parameter a der Parabel muss noch bestimmt werden.
Gleichung der Geraden durch (-1]-1) und (3|1)

y=% x-%

Schnittpunkte von Parabel und Gerade:
axe=% x-%

axz-Y% x+% =0

X2 —p*x+"=0

X1,2= Y2 £ N((Maa)? = Ha)

Diese Gleichung hat nur eine Losung, wenn N((/4s)2 — /25) = 0
(Mag)2 = Hoa =0

Yie—* =0 | * 16a2
1-8a=0

8a=1

a="/g

y = g X2

Die Gleichung der Parabel isty = '/gx?



Das Holzchenspiel

Stellen sie sich vor, sie sitzen am Samstag Abend mit ein paar Freunden in einer Kneipe und
trinken Bier. Pl6tzlich stellen sie fest, das sie nicht genug Geld bei sich haben um das nachste
Bier bezahlen zu kdnnen. Aber Lust die gesellige Runde zu verlassen um am néchsten
Automaten Geld zu holen haben sie nattrlich auch keine. Also bleibt nur eine einzige
Madglichkeit: ein anderer muss das Bier bezahlen. Aber wie? Jemandem einfach zu erkl&ren,
das man gerade kein Geld mehr dabei hat fallt dabei natirlich raus. Was wiirde das denn fir

einen Eindruck machen? Aber wie wére es mit folgendem kleinen Spiel um das néchste Bier?

Das Spiel:

Zum Spielen benotigt man nichts weiter als zwei Spieler und eine Packung Streichholzer.
Streichhdlzer finden sich sicher in jeder Kneipe, so das man auch vollig ohne Vorbereitung
auf das Holzchenspiel zuriickgreifen kann. Nun legt man eine beliebige Anzahl an
Streichhdlzern auf den Tisch. Je mehr, desto besser, denn dann wird der gegentber nicht
vermuten, das sie auf jeden Fall gewinnen, sondern davon ausgehen, dass der Zufall beiden
Spielern Gewinnchancen bietet. Nun zu den Spielregeln: Die zwei Spieler sind immer
abwechselnd an der Reihe und nehmen ganz nach belieben entweder ein oder zwei Holzchen
vom Tisch. Der Spieler, der das letzte Streichholz vom Tisch nimmt hat gewonnen. Also ganz

einfach und auch noch fiir die spateren Abendstunden geeignet.

Beispiel:

Nehmen wir nun mal an ich wirde gegen sie eine Runde spielen. Es liegen zu Beginn 11
Streichhdélzer auf dem Tisch.

Ich fange an und nehme zwei Streichholzer. Bleiben noch 9 auf dem Tisch.

Nun sind sie an der Reihe und nehmen auch zwei Streichhélzer. Bleiben 7.

Da es ja langweilig ist immer zwei zu nehmen, nehme ich jetzt nur ein Streichholz vom Tisch.
Bleiben noch 6 liegen. Sie nehmen nun auch nur eines weg. Bleiben 5. Jetzt nehme ich wieder
zwei Holzer weg. Bleiben nur noch 3 Streichhélzer auf dem Tisch. Jetzt nehmen sie noch
eines, ich nehme die beiden letzten H6lzchen vom Tisch und habe gewonnen.

Trick schon durchschaut? Nein? Keine Sorge, die Erklarung kommt jetzt.



Das Geheimnis des Gewinnens:

Schauen wir uns das Spiel doch nochmals kurz vor seinem Ende an. Es lagen noch drei
Holzchen auf dem Tisch und sie waren am Zug. Nun konnten sie entweder ein Holzchen
nehmen, dann blieben noch zwei auf dem Tisch, oder sie konnten zwei nehmen und es bliebe
nur noch eines auf dem Tisch. In beiden Féllen aber kann ich das letzte oder die letzten
Holzchen nehmen. Also habe ich schon zu dem Zeitpunkt gewonnen, als noch drei
Streichholzer auf dem Tisch liegen und ich nicht am Zug bin.

Aber wie erreiche ich diese Spielsituation?

Auch dies ist eigentlich sehr simpel. Wenn wir nochmals in den Spielverlauf von oben
schauen finden wir auch einen Zeitpunkt im Spiel, als noch 6 Streichhdlzer auf dem Tisch
liegen und sie am Zug sind. Nehmen sie nun ein Hélzchen weg, so bleiben noch 5 auf dem
Tisch und ich nehme zwei, so dass nur noch 3 Streichhdlzer auf dem Tisch bleiben und ich
gewonnen habe. Nehmen sie aber zwei Holzchen weg, so nehme ich nur eines und wieder
bleiben 3 auf dem Tisch liegen und ich habe auf jeden Fall gewonnen. Man erkennt, wenn
noch 6 Streichhoélzer auf dem Tisch liegen und der Gegner am Zug ist, hat man gewonnen.
So kann man die Reihe nach oben beliebig fortsetzen. Die néchst hohere ,,Gewinnzahl* wire
die 9, dann die 12 usw. Also hat man immer gewonnen, wenn die Anzahl der Streichhdlzer

auf dem Tisch ein Vielfaches von 3 ist und der Gegner den né&chsten Zug hat.

Spielvarianten:

Nachdem sie sich jetzt ganz sicher immer ein Freibier erspielen kdénnen betrachten wir das
Holzchenspiel ein wenig allgemeiner. Es l&sst sich schliellich nicht nur in dieser einen
Variante spielen. So kann man zum Beispiel auch festlegen, dass die Spieler 1-3 Holzchen
nehmen mussen. Allerdings &ndern sich damit auch unsere Gewinnzahlen. SchlieRlich kénnte
ja der Gegner nun alle 3 Streichhdlzer nehmen, wenn noch 3 auf dem Tisch liegen. Aber
wenn noch 4 Holzer auf dem Tisch und der Gegner am Zug ist hat man gewonnen.
Schliel3lich muss er mindestens eines nehmen, kann aber hdchstens drei wegnehmen und so
kann man dann auf jeden Fall den Tisch abrdumen. Also sind unsere Gewinnzahlen nun nicht
mehr Vielfache von drei, sondern Vielfache von 4.

Ganz allgemein ausgedriickt kann man festhalten: Wenn jeder Spieler 1 - n Hélzchen vom

Tisch nehmen muss, so sind unsere Gewinnzahlen immer Vielfache von n+1.



Eine Parabel falten

Die Aufgabe:

Man besitzt nicht weiter als ein ganz normales weiRRes Din-A4 Blatt Papier. Auf diesem soll

man nun ohne die zu Hilfenahme eines Stiftes, Lineals oder Parabellineals eine Parabel
deutlich machen. Dazu bleibt also als einziges Mittel das Falten. Aber wie kann ich aus einem

leeren Papier eine Parabel falten?

Wie kann ich aus einem Din A4 Blatt eine Parabel falten?

Zunéchst einmal legt man das Din A4 Blatt im Querformat vor sich auf einen Tisch.

Dann faltet man es so, dass man ein Blatt Din A5 Format vor sich liegen hat, also einmal in
der Mitte und zwar so, dass sich ein vertikaler, senkrechter Knick bildet; unsere Mittellinie.
Als nachstes klappt man das Ganze wieder auf.

Jetzt faltet man die untere Kante des Blattes nach oben. Und zwar so, dass ungefahr 3 cm
Papier nach oben geklappt werden.

An dem Punkt, an dem die neue Kante nun die Mittellinie trifft, setze man eine Markierung.
Dies ist der Brennpunkt der Parabel.

Nun faltet man das Blatt wieder auf und faltet dann die untere Kante so nach oben, dass sie
durch den Brennpunkt geht.

Je 0fter man nun die Kante nach oben faltet, desto mehr sieht man von der Parabel.

Was steckt dahinter?

Die neuen, durch das Falten entstandenen Knicke sind die Tangenten der Parabel.




Unmégliche Werte

Welche Werte sind unmdglich?

Wir betrachten bei diesem Problem nur Polynome mit ganzzahligen Exponenten.

Nun soll folgender Sachverhalt gelten:

Nimmt ein solches Polynom an drei verschiedenen ganzzahligen Stellen a, b ,c den
Funktionswert 2 an, so gibt es keine ganzzahlige Stelle d, an der das Polynom den
Funktionswert 3 annimmt.

Mathematisch ausgedriickt lasst sich dies folgendermal3en schreiben:

Sei f ein Polynom mit nur ganzzahligen Exponenten und seien a, b, ¢, d ganze Zahlen.

Falls nun f(a), f(b), f(c) = 2 dann existiert kein d, flr das gilt f(d) = 3.

Ein Beispiel:

Suchen wir uns doch nun mal ein einfaches Polynom mit nur ganzzahligen Exponenten, das
an drei verschiedenen ganzzahligen Stellen den Funktionswert 2 liefert.

Zum Beispiel f(x) = x * (x-1) * (x+3) + 2

Dieses Polynom liefert uns an den Stellen x =0, x = 1 und x = -3 den Funktionswert 2.
Wenn nun der Satz von oben stimmen sollte, darf das Polynom fur keinen ganzzahligen x-
Wert den Funktionswert 3 annehmen. Uberpriifen wir das doch mal an unserem Beispiel mit

Hilfe einer Wertetabelle:

X f(x)
-4 -18
-3 2
-2 8
-1 6
0 2
1 2
2 12
3 38

Also scheint der Satz zu mindest in unserem Beispiel zu stimmen, da der Graph fiir noch
kleinere x-Wert immer weiter ins Minus und flr gréRere x-Werte immer weiter in Positive
lauft.



Doch der Satz soll ja fir jeden Polynom diesen Typs gelten und nicht nur fur uns gewahltes

Beispiel. Doch wie kann man dies allgemein zeigen?

Zum Beweis:

Der Beweis dieses Satzes ist nicht einfach. Es lassen sich zwar unendlich viele solcher
Polynome finden, bei denen der Satz zutrifft und kein einziges Gegenbeispiel, aber direkt aus
sich selbst heraus kann man ihn wohl gar nicht beweisen.

Fir den Beweis bend6tigt man den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz:

Seien p und q beides ganze Zahlen und f ein ganzzahliges Polynom. Dann gilt folgende
Aussage: p—( | f(p) — f(q). Das Zeichen | bedeutet mathematisch ,,ist ein Teiler von*.
Umgekehrt gesagt : f(p) — f(q) ist ein ganzzahliges Vielfaches von p —q.

Auf den Beweis dieses schon an sich sehr interessanten Hilfssatzes soll an dieser Stelle

verzichtet werden.

Beweis:

Nun kann der Beweis unter Einbeziehung des Hilfssatzes gelingen. In unserem Fall wahlen
wir den Beweistyp des Widerspruchsbeweises. Bei diesem wird angenommen, dass die
Aussage des zu beweisenden Satzes nicht gilt und diese Annahme dann zu einem
Widerspruch gefiihrt. Damit ist dann gezeigt, das der Satz gelten muss.

In unserem Fall nehmen wir also fur den Beweis an, dass es ein entsprechendes d gibt, fir das
gilt f(d) = 3.

Etwas formaler notiert ergibt sich fur den Beginn des Beweises folgendes Bild:

Zu zeigen: Sei f ein Polynom mit nur ganzzahligen Exponenten und seien a, b, ¢, d ganze
Zahlen. Falls nun f(a), f(b), f(c) = 2 dann existiert kein d, fur das gilt f(d) = 3.

Annahme: Es existiert ein ganzzahliges d mit f(d) = 3.

Nun wendet man den oben aufgefihrten Hilfssatz auf d und a an:

Daraus ergibt sich: d-a | f(d) — f(a)

o d-al3-2

VN d-a | 1

Da die Zahl 1 nur sich selbst und -1 als Teiler hat folgt daraus:

— d-a=1vd-a=-1



Nun wendet man den Hilfssatz auf d und b an:
Daraus ergibt sich:  d—b | f(d) - f(b)

N d-b|3-2

N d-b |1

Da die Zahl 1 nur sich selbst und -1 als Teiler hat folgt daraus:
— d-b=1vd-b=-1

Aus diesen beiden Ergebnissen und der Anfangsbedingung, das a, b, ¢, d verschieden sind,
folgt ein Widerspruch falls sowohl d —a =1 alsauch d — b =1 gilt oder falls sowohl

d—a=-1lalsauchd-b=-1gilt, da in beiden Fallen dann a = b gelten wiirde.

Nun wendet man noch den Hilfssatz auf ¢ und d an und erhalt daraus wie oben:
d-c=1vd-c=1

Daraus folgt nun, dass zwei der Werte d —a, d — b, d — ¢ gleich sein missen

Dies ist ein Widerspruch zu den Bedingungen, die am Anfang gestellt wurden.

Damit gilt der Satz ,,Sei f ein Polynom mit nur ganzzahligen Exponenten und seien a, b, c, d

ganze Zahlen. Falls nun f(a), f(b), f(c) = 2 dann existiert kein d, fiir das gilt f(d) = 3* als

bewiesen.

Gibt es noch weitere unmdgliche Werte?

Ja, die gibt es. Ebenso wie kein ganzzahliges x den Funktionswert 3 ergeben kann, kann es
auch kein ganzzahliges x geben, fiir das sich der Funktionswert zu 1 ergibt.

Der Beweis hierfiir gelingt ganz einfach, wenn man den Beweis fir f(d) = 3 schon
durchgefuhrt hat. Man erhélt ndmlich jetzt ja fur f(d) den Wert 1 anstatt 3 und somit nach
Anwendung des Hilfssatzes immerd —a |-1bzw.d b | -1 bzw.d —¢ | -1.

Da aber -1 auch wieder nur die beiden Teiler 1 und -1 besitzt lauft der weitere Beweis analog
zu dem oben aufgefuhrten Beweis mit f(d) = 3.

Damit gilt insgesamt:

Sei f ein Polynom mit nur ganzzahligen Exponenten und seien a, b, ¢, d ganze Zahlen.
Falls nun f(a), f(b), f(c) = 2 dann existiert kein d, fur das gilt f(d) = 3 oder f(d) = 1.



Schnitte durch einen Tetraeder

Die Frage:

Welche Schnittflachen kann ich bei einem ebenen Schnitt durch einen regelmaiigen Tetraeder

erhalten?

Die Ergebnisse:

Am einfachsten ist es natiirlich, wenn ich einfach eine Spitze des Tetraeder abschneide. Also
einen ebenen Schnitt parallel zur Grundflache setze, der durch genau drei Kanten des
Tetraeder geht. Dann erhalte ich einen so genannten Tetraederstumpf als Ergebnis meines
Schnittes. Die sich daraus ergebende Schnittflache ist genau wie die Grundflache ein

gleichseitiges Dreieck:

Setze ich den Schnitt nun nicht parallel zu Grundflache an, sondern schrég, aber immer noch
so, dass ich genau drei Kanten des Tetraeders durchtrenne, erhalte ich noch immer ein

Dreieck als Schnittflache. Doch logischerweise ist dieses nun nicht mehr gleichseitig.

Allerdings kann man den Tetraeder auch so durchschneiden, dass unsere Schnittebene nicht

nur drei Kanten durchtrennt, sondern sogar vier. Dazu dreht man am einfachsten den



Tetraeder mit einer Kante nach unten und schneidet dann parallel zu dieser Kante waagrecht

ein. Also wie im folgenden Bild dargestellt:

Nun wird schon deutlich, dass wir wohl keine dreieckige Schnittflache mehr erhalten. Aber
welche Flache erhalten wir den nun? Die Antwort wird deutlich , wenn wir die beiden Stiicke

nun auseinanderdrehen:

Somit wird deutlich, dass ich nun eine viereckige Schnittflache erhalte. Wenn die Schnitth6he
dann noch wie hier in den Bildern richtig gewahlt wurde(genau in der Mitte, so dass der
Abstand zu den beiden parallelen Kanten gleich ist), erhdlt man sogar ein Quadrat als
Schnittflache, dessen Kantenlange genau halb so lang ist, wie die Kantenldnge des

urspringlichen Tetraeders.



Multiplizieren mit der Normalparabel

Wie kann man mit einer Graphik rechnen?

Zeichen wir doch zu beginn einfach mal die Normalparabel in ein Koordinatensystem:

v A
24
22
201
181
61
T4
121
i

a1

51

s

P

Nun suchen wir uns ein passendes Beispiel. Hierbei ist zu beachten, das man nur zwei
positive oder zwei negative Zahlen mit Hilfe der Normalparabel direkt multiplizieren kann.
Das bedeutet, dass man nur dann das Ergebnis der Multiplikation direkt ablesen kann.
Multipliziert man eine positive mit einer negativen Zahl, so muss man vor das abgelesene
Ergebnis noch ein Minuszeichen setzen.

Wahlen wir in unserem Fall doch einfach mal das Beispiel 3 * 5:

Als erstes geht man jetzt fiir die 3 um drei Einheiten nach links und dann zu unserem
entsprechenden Funktionswert. Hier, also bei (-3 /9) machen wir einen Punkt.

Dann sieht unser Graph so aus:

A

st s =




Nun gehen wir fir die 5 genau funf Einheiten nach rechts und wieder zu dem entsprechenden

Funktionswert der Parabel. Auch hier machen wir jetzt einen Punkt; also bei (5 / 25).

'-III'25 —+

Nun missen wir nur noch diese beiden Punkte durch eine Gerade miteinander verbinden und

erhalten:

- "2
- M +15

Wie unschwer zu erkennen ist gibt uns der Schnittpunkt der gerade mit der y- Achse, also

unser y-Achsenabschnitt, genau das Ergebnis unserer Multiplikation, den 3 *5 =15



Farbungsmethoden

Das Problem:

Kann man ein handelsubliches 8x8 Schachfeld mit 2x1 Dominosteinen (das bedeutet, das ein
Dominostein zwei Felder in eine Richtung und ein Feld in die andere Richtung abdeckt)
komplett, lickenlos und uberschneidungsfrei tiberdecken?

Die Antwort fallt leicht. Schlie3lich kann man ja einfach jede Reihe mit 4 Dominosteinen
genau abdecken. Macht man das nun fir jede Spalte so, kann man mit 32 Steinen das ganze

Feld wie gefordert abdecken.

Aber was passiert, wenn ich nun ein Eckfeld des Schachbrettes wegnehme?

Auch hier wird einem die Antwort nach kurzen Nachdenken sicherlich einfallen. Schliel3lich
hat das Schachbrett ja nun nicht mehr 64 Felder, sondern nur noch 63. Da aber ein
Dominostein immer zwei Felder abdeckt, kann ich nun dieses modifizierte Schachfeld nicht

mehr wie gefordert abdecken. SchlieBlich ist 64 einfach nicht ohne Rest durch 2 teilbar.

Nun nehmen wir nun eine zweite Ecke des Schachfeldes weg. Und zwar genau die Ecke, die
der ersten weggenommenen gegentiiber liegt.

L&sst sich das Feld nun wieder komplett abdecken?

Die L6sung:

Hier fallt die Antwort schon wesentlich schwerer. Dafiir, dass es mdglich ist, spricht, dass
man ja nun ja wieder eine gerade Anzahl von Felder, ndmlich 62, hat und 62 ohne Rest durch
2 teilbar ist. Doch stimmt die daraus gewonnene Vermutung? Wer es ausprobiert kommt
schnell zu dem Schluss, das die Vermutung falsch ist. Um mit logischer Argumentation zu
diesem Ergebnis zu bekommen muss man sich die Felder auf dem Schachbrett nochmals
genauer anschauen. Das Schachbrett besitzt weiRe und schwarze Felder. Neben einem
schwarzen liegt immer ein weil3es. Insgesamt kommt man so auf 32 schwarze und 32 weilie
Felder. Wenn man nun die erste Ecke wegnimmt, z.B. eine schwarze, so hat man nur noch 31
schwarze und 32 weilRe Felder. Nimmt man nun noch die gegentiberliegende Ecke weg, so
nimmt man wieder eine schwarze Ecke weg. Somit bleiben zum Abdecken 30 schwarze und

32 weile Felder. Doch ein Dominostein deckt immer zwei nebeneinander liegende Felder und



somit ein schwarzes und ein weilRes Feld ab. Da man aber nun unterschiedlich viele schwarze

und weile Felder hat, lasst sich das Feld logischerweise nicht Gberdecken.

Mathematisch betrachtet:

In der Mathematik nennt man ein solches VVorgehen zur Lésung eines Problems Farbung.
Mit Hilfe dieser Methode lasst sich auch die Verallgemeinerung unseres oben beschriebenen
Problems lésen. Die Frage lautet nun: Kann man ein m x n —Brett mit Ix1 Steinen liickenlos

und tberschneidungsfrei Gberdecken?

Beispiel:
Wahlen wir doch erstmal ein Beispiel mit | = 4.

Dann lasst sich folgendes feststellen:

Notwendige Bedingung: Wenn das m x n —Brett durch 4x1 Steine (iberdeckt werden kann,

muss m * n ein vielfaches von 4 sein.

Beweis: Ware n * m = 4 + Rest r mit 0 < r < 4, so wiirden immer mindestens r- Felder nicht
uberdeckt.

Dies ist aber noch nicht hinreichend fiir die vollstandige Uberdeckung. SchlieRlich wére bei
einem 2x2 Feld n * m = 4 und somit ein Vielfaches von 4, aber das Feld wiirde sich trotzdem
nicht wie gefordert Gberdecken lassen.

Somit ergibt sich die hinreichende Bedingung: Wenn 4 Teiler von m oder n ist kann man das

Brett Gberdecken.

Beweis: 0.B.d.A. sei n = k * 4. Dann lasst sich jede Zeile durch genau k Steine iiberdecken.
Zusammen l&sst sich dies in einen mathematischen Satz fassen:

Satz: Wenn man ein (m x n) Feld mit (4x1) Steinen Gberdecken kann, muss m oder n ein
Vielfaches von 4 sein.

Beweisansatz: Wir zeigen durch systematische Farbung, dass man ein (m x n) Feld nicht

durch (4x1) Steine Uberdecken kann, wenn weder m noch n ein Vielfaches von 4 ist.

Wir farben das Brett mit genau 4 Farben. Und zwar genau so, dass ein Stein immer genau ein
Feld jeder Farbe abdeckt. Dazu fangen wir links oben an und férben nach rechts und nach
unten.

Beweis: Sei nunm =k*4+amit0<a<4undn=i*4+bmit0<b<4

So kommt in den ersten k*4 Zeilen jede Farbe gleich oft vor, néamlich k-mal.

Ebenso kommt in den ersten i*4 Spalten jede Farbe gleich oft, ndmlich i-mal, vor.



Somit bleibt unten rechts ein Rechteck der GroRe a x b. In diesem Rechteck kommt jede
Farbe in jeder Reihe und jeder Spalte hochstens 1x vor, da jaa und b < 4,

Seinun 0.B.d.A.b>a.

Somit kommt in jeder Reihe die Farbe b vor. In der ersten Reihe kommt allerdings die Farbe 4
nicht vor, da ja b < 4. Daraus folgt, dass die Farbe b in dem unteren Rechteck h&ufiger
vorkommt als die Farbe 4. Da nun ja jeder (4x1) Stein immer genau ein Feld jeder Farbe
abdeckt, kann nun das Rechteck nicht komplett Gberschneidungsfrei abgedeckt werden, da

nicht jede Farbe gleich oft vorkommt. g.e.d.

Verallgpemeinerung:

Nach diesem Beweis mit (4x1) Steinen lasst sich nun auch einfach der Beweis fur ein (mxn)
Feld mit (Lx1) Steinen finden. Hier farben wir nun nicht mehr mit vier Farben, sondern mit L
verschiedenen Farben. Auch hier bleibt dann unten Rechts ein Rechteck der GroRe a x b.

In diesem Rechteck kommt dann auch die Farbe b haufiger vor als die Farbe L und somit lasst
sich dieses Rechteck dann nicht abdecken.

Damit gilt der folgende Satz als bewiesen:

Satz: Wenn man ein (m x n) Feld mit (L x 1) Steinen tiberdecken kann, muss m oder n ein

Vielfaches von L sein.



,Eine Teil fillt aus der Reihe“

Die Aufgabe:

Man besitzt eine ganz normale Balkenwaage, an die man auf beiden Seiten beliebige

Gewichte oder Gegenstande hangen kann. Ist eine Seite schwerer als die andere so wird dies

dadurch deutlich, dass sich diese nach unten neigt.

Nun die Aufgabe: Man hat 27 duf3erlich nicht unterscheidbare Miinzen. Von diesen Miinzen

ist eine einzige Munze schwerer als die anderen. Nun soll man diese eine Miinzen mittels

maoglichst wenigen Wégungen herausgefunden werden.

Wie kdnnte man an das Problem herangehen:

Mit Sicherheit gibt es mehrere Méglichkeiten die falsche Munze herauszufinden. Fihren wir

doch einfach mal ein paar Mdglichkeiten auf:

Man wahlt eine beliebige Miinze aus dem Stapel der 27 aus und legt sie auf einer Seite
auf die Balkenwaage. Nun nimmt man nacheinander immer eine Munze der restlichen
26 und legt sie auf der anderen Seite auf die Balkenwaage. Zeigt die Balkenwaage nun
einen Ausschlag in eine Richtung, so hat man die schwerere Miinze gefunden.
Befindet sich die Balkenwaage im Gleichgewicht, so hat man nun sicher eine normale
Miinze gefunden, legt diese bei Seite und macht mit der ndchsten Miinze aus dem
Stapel weiter. So hat man nach spétestens 25 Wagungen die schwerer Miinze
gefunden. Den entweder die Waage hat bis dahin einen Ausschlag gezeigt, oder die
letzte noch Ubrige Munze ist die falsche.

Man wahlt zwei beliebige Miinzen aus dem Stapel aus und legt je eine auf eine Seite
der Balkenwaage. Ist eine Seite schwerer als die andere, so hat man schon die falsche
Minze gefunden. Befindet sich die Waage weiter im Gleichgewicht, so hat man zwei
normale Minzen identifiziert, legt diese bei Seite und nimmt zwei neue Mlinzen aus
dem Stapel der restlichen 25. Somit hat man nach spatestens 13 Wagungen die falsche
Miinze identifiziert, den entweder war eine der Wagungen nicht im Gleichgewicht
oder die letzte noch nicht gewogene Miinze ist die schwerere.

Aber man kann ja nun auch mehr als nur eine Minze auf eine Seite der Balkenwaage
legen. So teilt man nun die 27 Miinzen in zwei 13er Stapel auf und legt die letzte
Minze bei Seite. Auf jede Seite der Balkenwaage kommt nun einer der beiden Stapel.

Ist die Waage im Gleichgewicht, so ist die ist die falsche Minze die zur Seite gelegte.



Wenn nicht ist die schwerer in dem Stapel, der nach unten geht. Dann teilt man den
13er Stapel wieder in zwei 6er Stapel und legt eine Miinze bei Seite und verfahrt nach
dem Prinzip von oben. Im n&chsten Schritt hat man dann noch zwei 3er Stapel und
erfahrt durch das wiegen in welchem die schwere Miinze ist. Bei den drei Miinzen legt
man wieder je eine auf jede Seite und die letzte bei Seite. Danach kann man nun sicher
sagen, welche Miinze die falsche ist. Also hach maximal vier Wagungen hat man hier
die falsche Miinze. Schon eine gewaltige Arbeitsersparnis gegentiber den 25

Wagungen bei der ersten Méglichkeit.

Die L6sung:

Aber es geht noch schneller. Und zwar liegt der Trick in geschicktem aufteilen der Miinzen in
Stapel. Bei dem Ansatz oben werden bei der ersten Wéagung mindestens14 Miinzen
ausgeschlossen, die nicht zu schwer sein kénnen (mindestens die 13 im leichten Stapel und
die eine bei Seite gelegte). Wenn wir aber nun den Stapel nicht in zwei 13er und einen ler
Stapel, sondern in drei 9er Stapel aufteilen, so lassen sich mit einer Wagung immer 18
Minzen ausschlieRen, die nicht zu schwer sein kdnnen. Wenn die Waage im Gleichgewicht
ist, so kann in beiden 9er Stapel auf der Balkenwaage nirgends die falsche Miinze sein,
sondern sie muss in dem 9er Stapel sein, der an der Seite liegt.. Ist ein Stapel schwerer als der
andere, so befindet sich die schwere Minze in diesem und mit Sicherheit nicht in den anderen
beiden.

Somit muss man nur noch 9 Munzen untersuchen. Auch diese werden wieder aufgeteilt. Und
zwar wieder in drei gleich grof3e Stapel. Nun legt man wieder drei Miinzen auf die eine Seite
und drei auf die andere. Nach dieser Wagung bleiben nur noch drei Miinzen brig, von denen
eine Munze die schwere sein muss. Mit der dritten Wagung findet man dann diese ganz
einfach heraus. So braucht man auf diese Art und Weise nur ganze drei Wagungen um die
falsche Munze aus dem riesigen Stapel herauszufinden. Schon verbliffend wie viel Arbeit

man sich mit einem guten System sparen kann.

Verallgpemeinerung:

Natdrlich funktioniert das System auch mit mehr oder weniger als 27 Miinzen. Um auf die
allgemeine Losung des Problems zu kommen schauen wir uns doch nochmals unser VVorgehen
an. Wir teilen die Miinzen immer in genau drei gleich grof3e Stapel. Also spielt die 3 in
unserer Losung schon mal irgendeine Rolle. Dann wissen wir, das wir mit einer Wagung die

Minze aus 3 Minzen sicher bestimmen kdnnen. Um aus 9 Miinzen die falsche sicher



identifizieren zu kdnnen brauchen wir 2 Wagungen mit der Balkenwaage. Und schlie3lich fiir
27 Miinzen 3 Wégungen. Also in einer Liste geschrieben:

Aus 3 Miinzen — 1 Wiagung

Aus 9 Miinzen — 2 Wigungen

Aus 27 Miinzen — 3 Wiégungen

Wie man leicht erkennt wird die Zahl der Minzen immer mit 3 multipliziert, wenn die Anzahl
der Wagungen um eins erhoht wird. Somit ergibt sich fur den allgemeinen Fall:

Aus 3”n Miinzen — n Wéagungen

Miiinzanzahl ist keine Dreierpotenz

Entspricht die Zahl der gegebenen Miinzen nun nicht exakt einer solchen Dreierpotenz, so
sind fur das Herausfinden der falschen Miinze immer so viele Wagungen nétig, wie fur die
néchst hohere Dreierpotenz nétig wéren. Also brauchte man um die schwerere Miinze aus 22
Minzen herauszufinden ebenfalls 3 Wagungen. Man teilt hier die Miinzen in zwei Stapel a 7
Minzen, legt diese auf die Balkenwaage und legt die restlichen acht Muinzen bei Seite. Ist die
schwere in einem der Siebenerstapel, teilt man diese in zwei 3er Stapel und legt die letzte bei
Seite. Ist die schwere in dem 8er Stapel, so teilt man den in zwei 3er und einen 2er Stapel und
legt wieder die beiden gleichen Stapel auf die Waage. So hat man auch hier spatestens nach 3

Wagungen die schwere Minze identifiziert.



Die Zahlentafeln

Das Problem:

Auf einem Tisch liegen 5 Zahlentafeln mit folgendem Aussehen:

1:3;5:7:9;11:13;

15:17:19;21:23;

25:27:29:31;33;

2:3;6;7;10;11;

14:15:18:19;22;

23;26;27;30;31

8:9:10;11:12:13;

14:15:24:25;26;

27;28;29;30;31

4:5:6:7;12:13;

14:15:20;21:22;

23;28;29;30;31

16:;17;18:;19:;20;

21:22:23:24:25;

26;27:28:29:30;

31

Nun soll man sich eine beliebige Zahl zwischen 1 und 32 aussuchen und die Zahlentafeln
nennen, auf denen die gewahlte Zahl steht. Sofort, wie aus der Pistole geschossen, kommt nun
vom Gegenuber die geheim gewéhlte Zahl. Aber wie ist das mdglich? Hat der Gegenuiber
etwa auswendig gelernt welche Zahl zu der Kombination an Tafeln passt?

Wie funktioniert das?

Wie man sehr schnell merkt sind die Tafeln nach einem gewissen Prinzip aufgebaut.

Auf der ersten Tafeln stehen nur ungerade Zahlen. Oder anders ausgedriickt, auf ihr steht nur
jede zweite Zahl und die andere Halfte fehlt (Null z&hlt hier als erste Zahl, die gleich
weggelassen wird).

Auf der zweiten Tafel sind nun gerade und ungerade Zahlen. Aber auch hier lasst sich ein
Muster erkennen. Es sind immer zwei Zahlen weggelassen und die nachsten beiden finden
sich dann wieder auf der Tafel.

Nach diesem Prinzip geht es auf der dritten Tafel weiter, nur das hier jetzt immer im

Viererrhythmus vorgegangen wird. Vier weglassen, vier hinschreiben.



Auf der vierten Tafel wird ein Achterrhythmus angewendet und auf der funften und letzten
Tafel schlielich werden die ersten 16 Zahlen nicht notiert, dann aber die n&chsten 16 alle.
Doch wie bringt uns diese seltsame Tafeleinteilung nun n&her an das Geheimnis?

Nun schreiben wir uns die verschiedenen Rhythmen doch nochmals auf:

ler Rhythmus, 2er Rhythmus, 4er Rhythmus, 8er Rhythmus, 16er Rhythmus....

Genau, der Rhythmus verdoppelt sich immer. Und in welchem System wird genau mit dieser
Verdopplung gearbeitet? Richtig, im Binérsystem.

Hier eine Kurzerklarung dieses Systems, welches z.B. von Computern verwendet wird:

Das Binarsystem besteht, wie schon der Name erahnen lasst, nur aus zwei Elementen. Wir
nennen der Einfachheit halber ein Element Null und das andere Element Eins. Mit Hilfe
dieser Elemente kénnen wir nun die Zahlen 0 und 1 problemlos darstellen. Fur alle anderen
Zahlen allerdings mussen wir allerdings Kombinationen aus Nullen und Einsen finden um
diese darzustellen, da wir ja nur diese beiden Elemente zu Verfligung haben. Hier kommt nun
der sich immer verdoppelnden Rhythmus ins Spiel. Denn genau mit dessen Hilfe stellt man
grol3e Zahlen im Bindrsystem dar. So gibt das Element (Eins oder Null) ganz rechts an, ob die
darzustellende Zahl einen Einer oder keinen Einer hat. Das zweite Element von rechts, ob es
einen Zweierbaustein hat oder nicht, die dritte trifft diese Aussage tiber den Viererbaustein,
die vierte Uber den Achter-, die fiinfte Gber denl16er-Baustein usw.

So lasst sich die Binédrzahl 10101 wiefolgt in eine Dezimalzahl umwandeln:

Die Zahl besitzt einen Einer-, keinen Zweier-, einen Vierer-, keinen Achter- und einen 16er-
Baustein. Somit ergibt sich die Zahl zu 1+4+16=21

Ein weiteres Beispiel ware die Bindrzahl 11000, welche sich auf gleiche Weise wie oben zu
16+8=24 ergibt.

Und wie hilft uns das Binarsystem?

Betrachtet man nun nochmals unsere flnf Zahlentafeln und schreibt sich die darauf
vorkommenden Zahlen im Binarsystem auf, so féllt einem auf, dass alles Zahlen auf der
ersten Tafel einen Einerbaustein haben, alle auf der zweiten einen Zweierbaustein, auf der
dritten einen Viererbaustein, auf der vierten einen Achterbaustein und auf der letzten einen
16er-Baustein haben.

Diese Erkenntnis erklért uns nun, warum man mit Hilfe der Tafeln sofort weil3, welche Zahl
sich gemerkt wurde. Durch die Tafeln, auf welchen sich die ausgewéhlte Zahl befindet erhélt

man quasi direkt gesagt, aus welchen Bausteinen die Zahl besteht und muss sie nur noch aus



dem Bindrsystem zurlickiibersetzen um den Gegenuber sofort mit der richtigen Antwort zu

verbluffen.

Beispiel:

Nehme man nun mal an, dass der Gegentiber die Zahl 25 gewéhlt hat.

Dann muss er sagen, dass die Zahl sich auf der ersten Tafel befindet, auf der vierten und der
letzten.

Somit weil} man, dass die gewdahlte Zahl einen Einerbaustein, keinen Zweier- und
Viererbaustein, dafiir aber wieder je einen Achter- und 16er-Baustein hat.

Daraus folgt sofort durch leichtes Kopfrechnen: 1+8+16=25

Somit kann jeder diesen Trick sehr schnell erlernen ohne alle méglichen Kombinationen

auswendig wissen zu mussen.

Man beachte:

Es ist wichtig, dass keine der funf Tafeln weiter gefiihrt wird, als 31. Denn mit den ersten 5
Blocken aus dem Binarsystem kdnnen alle Zahlen bis 31 eindeutig dargestellt werden. Sucht
sich der Gegeniiber nun die 32 als Zahl aus, so muss er sagen, dass sie auf keiner Tafel steht
und sofort ist klar welche Zahl er gewéhlt hat, auch wenn hier nicht das Bindrsystem greift,
sondern simpelste Logik.

Natdrlich lasst sich der Trick auch mir nur 4 Tafeln durchfiihren. Allerdings erlaubt dies dann
nur Zahlen zwischen 1 und 15 bzw.16. Um den Trick noch verbluffender zu machen und
jeden Gedanken zu vertreiben man hatte alle Kombinationen nur auswendig gelernt, kann
man das ganze auch mit 6 oder 7 Tafeln machen. Allerdings werden die Tafeln dann schon
recht grol3, da sie die Zahlen bis 63 bzw. bis 127 enthalten mussen, was aber eben auch ein
Erraten der Zahlen bis 64 bzw. 128 mdglich macht. Also am besten schon etwas vorher auf
den Trick vorbereiten, die entsprechenden Tafeln anfertigen und das Erstaunen von jeglichem

Publikum ist einem fast sicher.



Die Spinne und die Fliege

Die Situation:

Stellen sie sich vor, wir haben einen ganz normalen Rechteckigen Raum, also mathematisch
betrachtet einen Quader. Dieser sei nun 10 Meter lang, 4 Meter breit und 4 Meter hoch.
Weiter befinden sich in dem Raum ein Spinne und eine Fliege. Die Fliege sitzt an der rechten
Seitenwand des Raumes, einen halben Meter unterhalb der Decke und einen halben Meter von
der vorderen Wand entfernt. Die Spinne sitzt an der linken Seitenwand einen halben Meter
Uber dem Boden und einen halben Meter von der Hinterwand entfernt. Nun mdéchte die
Spinne natdrlich die Fliege fressen. Doch dazu muss sie mdéglichst schnell auf die andere Seite
zum Standort der Fliege gelangen, oder anders gesagt den kiirzesten Weg dahin wahlen.
Doch wo entlang muss die Spinne, die weder Fliegen, noch springen kann, sondern nur

laufen, gehen?

4 m
Fliege -
. Spinne
' 4 m

10 m

Die VVorgehensweise:

Jeder Mensch weil, dass die kirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine Gerade ist. So
waére auch hier der kirzeste Weg zwischen Spinne und Fliege eine Gerade. Doch leider kann
nur die Fliege fliegen und nicht die Spinne. Also ist diese Gerade schon mal unbrauchbar fir
unsere Aufgabe. Aber erinnern wir uns doch mal an den Bastelunterricht in der Grundschule

zurlick. Dort hat man auf einem Blatt ein komisches Netz bekommen, welches man dann



ausschneiden und zusammenkleben musste, und am Ende kam ein Wirfel oder &hnliches
dabei raus. Genau dies kann man aber auch riickwarts machen. Man zerlegt den Quader durch
gezielte Schnitte und auseinanderfalten wieder in ein Netz. In diesem Netz kann man dann
eine Gerade zwischen Spinne und Fliege ziehen, die die Spinne auch tatsachlich gehen kann,
und somit den kiirzesten Weg bestimmen.

Es gibt natlrlich mehrere Mdglichkeiten einen Quader in ein Netz zu zerlegen. Und naturlich
sehen die Gerade dann auch immer anders aus und haben eine andere Lange. Im folgenden
befindet sich eine Zeichnung, in der die drei kiirzesten Wege eingezeichnet sind. Bei anderen

Zerlegungen, welche keine Spiegelungen sind, kommen weit langere Wege zu Stande.

Die Skizze:
x - |
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Die Weqlangen:

Wir wissen nun von unserem Netz, dass die mittlere Flache immer 10 Meter lang ist und 4
Meter breit. Genau wie die kleinen Ecken neben immer 4x4 Meter grof sind. Weiter sind
sowohl Fliege als auch Spinne einen halben Meter von der nachsten Kante entfernt.

Damit ergibt sich fir den direkten Weg, also die L&nge L1, mit Hilfe des Satz von Pythagoras

folgendes:

L1=,/(05+10+35)2+(4—05-0.5)2= 14,32
Far L2 gilt:

L2 = /(05+10+05)2+(35+35)2 = 13,04
Fir L3 gilt:

L3= ,/(05+10+05)2+ (35+4+05)2 = 13,6

Somit wird Klar, dass nicht etwa der Weg Uber den Boden der kiirzeste Weg fur die Spinne ist,
sondern der Weg Uber den Boden und eine Seitenwand.
Also muss die Spinne nun 13,04 Meter zuriicklegen um zur Fliege auf der

gegenuberliegenden Seite zu kommen.



Die etwas andere Art des Multiplizierens

Wie wird multipliziert?

Zuerst schreibt man die beiden Zahlen, die es zu multiplizieren gilt, nebeneinander, moglichst
mit der kleiner Zahl zuerst auf. Also zum Beispiel 14 * 21

Nun schreibt man in die ndchste Zeile darunter die Halfte der ersten Zahl und das doppelte der
zweiten. Also in unserem Beispiel 7 * 42

In der dritten Zeile wird nun wieder das selbe gemacht. Die Halfte der linken Zahl notiert und
das doppelte der rechten, wobei zu beachten ist, dass die Nachkommastellen nicht beachtet
werden und somit wegfallen. Aus 7 wird nun nicht 3,5 und auch nicht 4 sondern 3.

Damit steht in der dritten Zeile 3 * 84

Fur die vierte Zeile ergibt sich nach dem bekannten Schema 1 * 168

Dies ist zugleich auch die letzte Zeile, denn wenn auf der linken Seite die Eins erreicht ist, ist
unser vorgehen nach dem oberen Schema zu Ende.

Damit stehen nun folgende Zeile auf unserem Blatt:

14*21

7*42

3*84

1*168

Aber wie kommen wir nun mit dieser Zahlenreihe zu unserem Ergebnis der Multiplikation?
Eigentlich sehr simpel. Wir markieren zuerst mal diejenigen Zeilen, auf deren linken Seite
eine ungerade Zahl steht. In unserem Fall also die zweite, die dritte und die vierte Zeile.

Jetzt addieren wir nur noch die jeweiligen rechten Zahlen dieser markierten Zeilen zusammen.
Also 42 + 84 + 168 = 294

Und schon haben wir das Ergebnis unserer Multiplikation. 14 * 21 = 294

Wie funktioniert das?

Dazu missen wir uns erstmal klarmachen, was eigentlich die Zahlen auf der rechten Seite
bedeuten bzw. wie diese sich anders schreiben lassen:

14*21=14*(1*21)

7T*42=7*(2*21)

3*84=3*(4*21)

1*168=1*(8*21)



Da wir aber ja das Ergebnis von 14 * 21 wissen méchten, missen wir jetzt noch die
entsprechenden (x * 21) Zeilen addieren, aus denen sich die 14 basteln lasst. Also in unserem
Fall aus den folgenden Zeilen, da 8 + 4 + 2 = 14 ist:

7*42=7*(2*21)

3*84=3*(4*21)

1*168= 1*(8*21)

Teilt man nun die obere Gleichung durch 7, die mittlere durch 3 und I&sst in der letzten das 1x

weg, so erhélt man

42=2%*21
84=47*21
168=8*21

Nun addiert man nur noch die drei Zahlen auf der linken Seite zusammen und erhalt das
korrekte Ergebnis der Multiplikation, denn wenn man alle drei Gleichungen zusammenaddiert
erhdltman: 42 +84 +168=2*21+4*21+8*21

Diese Gleichung lasst sich zusammenfassen zu

294 =14*21

Ein weiteres Beispiel:

Da die Funktion dieses Multiplikationstricks nicht von der GroRe der zu multiplizierenden
Zahlen abhangt, koénnen wir auch ruhig gréRere Zahlen wie 77 und 52 wahlen.

Dann ergibt sich folgende Liste mit Zahlenpaaren

52 * 77 Zahl vorne ist gerade

26 * 154 Zahl vorne ist gerade

13 * 308 Zahl vorne ist ungerade

6 *616 Zahl vorne ist gerade

3*1232 Zahl vorne ist ungerade

1* 2464 Zahl vorne ist ungerade

Somit ist 52 * 77 = 308+ 1232 + 2464 = 4004



Warum der ganze Aufwand?

Auf den ersten Blick scheint dies alles sehr sehr viel Arbeit fir eine einzige Multiplikation
zu sein. Bis man die die Liste aufgestellt hat und dann noch die Zahlen, je nach GréRRe, im
Kopf oder schriftlich addiert hat, kann man das Ergebnis schon langst auf dem Papier haben,
wenn man wie folgt schriftlich multipliziert:
52 *77

3640
+ 364

4004

Doch dieses Multiplikationsverfahren hat trotzdem seine Daseinsberechtigung. Denn was ist,
wenn man, wie z.B. die alten Romer, die Zahlen nicht mit arabischen Ziffern, sondern mit
romischen Zeichen notiert? Betrachten wird doch nun nochmals unser Beispiel vom Anfang:
14 * 21 oder in romischer Darstellung XIV * XXI

280 272?
+ 14 + 2272
294 227?

Hier ist zu Erkennen, dass die alten Rémer nicht die Moglichkeit hatten wie wir heute
schriftlich zu multiplizieren. Aber da auch schon damals groRe Multiplikationen durchgefihrt
werden mussten und das komplette umschreiben in eine Addition, also bei 14 * 21 in
21+421+421+421+21+21+21+21+21+21+21+21+21+21, zu aufwendig war, wurde diese Art des
Multiplizierens entwickelt, in der nur ganz einfache Multiplikationen und Divisionen vorkam,
welche leicht im Kopf zu berechnen waren. Und die anschlieRende Addition war dann wieder
kein Problem fiir die Rémer. So schrieben sie bei 14 * 21 folgendes auf:

XIV * XXI

VIl * XLII

I * LXXXIV

| * CLXVIII

Jetzt mussten sie nur noch XLII + LXXXIV + CLXVIII rechnen und erhielten im
Endergebnis: X1V * XXI = CCXCIV



Der Tetraeder im Wiirfel:

Die Lage:
In einem Waurfel mit der Kantenlénge a befindet sich ein regelméaliiger Tetraeder, der so
gewahlt ist, dass er moglichst viel Volumen des Wiirfels einnimmt.

Also ergibt sich fur unsere Ausgangssituation folgendes Bild:

I_.--'"‘

Die Frage:
Nun ist der Anteil des Wirfelvolumens gesucht, welcher vom Tetraeder eingenommen wird.
Wie grof3 ist dieser und wie kann ich dieses moglichst guinstig ausrechnen ohne irgendwelche

Langen messen oder abschétzen zu mussen?

Die VVorgehensweise:

Zu Beginn ist die einzige uns bekannte Lange die Lange des Wiirfels, welcher den Tetraeder
umgibt. Damit lasst sich zundchst ganz einfach und simpel nach der allgemein bekannten
Formel flr das Volumen eines Wiirfels V = a3, das Volumen des Umgebungswiirfels
bestimmen.

Doch wie lautet die Formel flr das Volumen von einem Tetraeder? Und wie komme ich an
die einzelnen Langen im Tetraeder?

Diese Fragen lassen sich umgehen. Schliel3lich gibt es nicht nur die Moglichkeit das gesuchte
Verhéltnis tber das Volumen zu finden, das der Tetraeder ausfllt, sondern es gibt auch die

Mdglichkeit das Pferd von der anderen Seite her aufzuzdumen.



Die Hilfsfrage:

Welchen Anteil des Wirfelvolumens nimmt der darin befindliche Tetraeder nicht ein?

Um dieses VVolumen bestimmen zu kénnen, miissen wir uns erst einmal klar machen, welche
Teile des Wiirfels nicht vom Tetraeder ausgefullt werden. Betrachten wir unseren Wurfel von
oben, so sehen wir zwei Pyramiden, dessen begrenzenden Flachen jeweils Dreiecke sind.
Allerdings sind diese beiden Pyramiden nicht die einzigen Fl&chen, die wir betrachten
mussen, schlielflich gibt es diese beiden Pyramiden auch nochmals auf der unteren Seite, nur
dort in den anderen beiden Ecken.

Somit haben wir vier kongruente Pyramiden, welche von unserem Tetraeder nicht abgedeckt
werden. Also reicht es logischerweise, wenn wir die das Volumen von einer dieser Pyramiden
ausrechnen. Wir wissen, das fir das Volumen einer beliebigen Pyramide gilt: V=1/3* G * h
In unserem Fall ist du Grundflache genau die Halfte der Fl&che des oberen Quadrates.

Also G = 1/2 * a2. Unsere Hohe h der Pyramide kénnen wir auch direkt am Modell erkennen.
Diese entspricht ndmlich wieder genau der Kantenldnge des Wurfels, als h = a.

Nun mussen wir beide Erkenntnisse nur noch in unsere Grundformel einsetzten und erhalten:

= 1*l*az*a = la’°‘
3 2 6
Da wir aber diese Pyramide viermal in unserem Waurfel vorfinden erhalten wir fiir das
Gesamtvolumen, welches nicht vom Tetraeder ausgefullt ist V = %a3 = %ai*.
Die LGsung:
Damit bleibt fir das Volumen des Tetraeders nur noch der Rest unseres Wurfels, namlich
3 3

Damit lautet die Antwort auf unsere Anfangsfrage: Genau ein Drittel des Wirfelvolumens
wird vom Tetraeder ausgefullt.

Die Probe:

Natdrlich kénnen wir das Ergebnis unserer Vorgehensweise jetzt nochmals tberprifen und
das Volumen des Tetraeders direkt ausrechnen. Schliel3lich ist ein Tetraeder auch nur eine
Sonderform der Pyramide aus Dreiecksflachen. Allerdings mussen wir nun erstmal die
Kantenlange des Tetraeders herausfinden. Die funktioniert mit Hilfe eines rechtwinkligen
Dreieckes und dem Satz des Pythagoras. So entspricht die Kantenlédnge k des Tetraeders

genau der Lange der Diagonalen der oberen Wiirfelflache.



Also gilt fir k: k = va2+a?= J2*a

Da ein Tetraeder aus gleichseitigen Dreiecken der Kantenldnge k besteht gilt nun fur die Hohe

unserer Grunddreiecksflache h = ?k

Somit gilt hat unsere Grundflache nach der Formel A = %* g*h

G= ﬁkz = E*Z*a2 = ﬁaz

4 4
Nun fehlt noch die Hohe H des Tetraeders. Auch diese ergibt sich wieder durch konsequentes
anwenden vom Satz des Pythagoras. H? = h? - (% h)2= %kz —%*%kZ = %kz

SomitistH = /%k

Dies setzen wir nun wieder alles in die allgemeine Volumenformel einer Pyramide ein und

erhalten: V = E*ﬁkw E*k = ﬁks = ﬁ*(\/_*ay - la3
3 4 3 12 12 3

Damit wird deutlich, das unser Rechenweg von oben sowohl mathematisch zum richtigen

Ergebnis fuhrt als auch eine Menge an Rechenarbeit und Wurzelspielen erspart.



Der Wiirfel im Farbeimer

Das Problem:

Wir betrachten einen ganz normalen, groRen Wirfel. Nun sie dieser Wurfel in kleinere
Unterwirfel unterteilt. Und zwar genau in je drei Unterwirfel in der L&nge, in je drei
Unterwurfel in der Breite und auch in je drei Unterwirfel in der Hohe.

Damit erhalten wir nun einen Wirfel, der in insgesamt 27 Unterwdirfeln besteht.

Ein Beispiel fiir einen solchen Wiirfel sind sogenannte ,,Magic Cubes*, bei denen man durch
drehen versucht jede Seite des Wirfels komplett aus Unterwirfeln der gleichen Farbe zu

bekommen. Zeichnerisch sieht der Wiirfel wiefolgt aus:

Nun stelle man sich vor, ein solcher Wirfel fallt in einen Eimer mit roter Farbe. Nach dem
herausfischen stellt sich nun die Frage, wie viele der Unterwirfel sind komplett rot, wie viele
ganz unberthrt von der Farbe, wie viele Unterwirfel haben nur eine Seite rot, wie viele haben

Zwei Seiten rot usw.

Die Losung:

Durch ein klein wenig nachdenken wird jedem Klar, dass nur die Flachen mit der Farbe in
Berlihrung kommen, die nach auf’en zeigen. Somit ist es schon mal ausgeschlossen, das ein
Unterwirfel nach dem Bad im Farbeimer komplett rot ist. Schlie3lich kénnen nicht alle sechs
Seite des Wiirfels nach aul3en zeigen. Aber damit lassen sich auch noch zwei andere Félle
ausschlieBen. Denn ebenfalls unmdglich ist, dass funf oder vier Seiten gleichzeitig nach auRen
zeigen. Die maximale Anzahl an nach aul3en zeigenden Seiten eines Unterwdrfels und somit
Seiten, die die rote Farbe abbekommen ist drei. Und welche Unterwirfel haben so viele
Seiten aul’en? Betrachten wir uns doch nochmals unser Modell. Von dem kleinen Wiirfel
oben links zum Beispiel gehort eine Seite zur oberen AuBenflache des groRen Wirfels, eine
Seite zur linken AuRenseite und eine Seite zur vorderen Aufenseite. Somit hat dieser
Unterwurfel genau drei nach auBRen zeigende Seiten. Ebenso der Wurfel oben rechts, aber
auch der unten links und der unten rechts. Und zusatzlich noch genau diese vier Wiirfel auf
der Rickseite des groRen Wiirfels. Kurz gesagt, alle acht kleine Wiirfel, die an den acht Ecken
des grofRen Wirfels liegen, haben drei nach auf3en zeigende Seiten und somit drei rot gefarbte

Flachen.



Nun suchen wir Unterwiirfel, die zwei rote Fldchen haben. Dazu missen nattrlich auch genau
zwei Seiten dieses kleinen Wurfels nach auRen zeigen. Aber wo ist dies der Fall? Die Ecken
des grofRen Wirfels haben wir ja schon abgearbeitet, also diirfen sie dort nicht liegen, aber sie
mussen an einer Kante liegen um die Bedingung erflllen zu kdnnen. Wenn wir wieder unser
Modell anschauen stellen wir fest, dass jede Kante des groRen Wirfels aus drei kleinen
Wirfeln besteht. Aber zwei dieser Wirfel liegen in eine Ecke des grofRen Wirfels und fallen
somit fiir unsere Rechnung weg. Bleibt also noch ein kleiner Wirfel mit zwei roten Seiten pro
Kante des grofRen Wirfels. Und da ein Wurfel bekanntlich zwolf Kanten hat, macht das
insgesamt zwoOlf solcher Unterwiirfel.

Weiter geht es mit den kleinen Warfeln, bei denen nur eine einige Flache rot geworden ist.
Ecken und Kanten des grofRen Wirfels haben wir ja nun schon abgearbeitet. Bleiben noch die
Unterwirfel Ubrig, die zwar von auf’en zu sehen sind, aber die weder in einer Ecke noch an
einer Kante liegen. Betrachten wir nun wieder unser Modell, so stellen wir sehr schnell fest,
das dies pro Seite des groRen Wirfels nur genau ein einziger Unterwurfel ist, namlich
derjenige, der sich in der Mitte dieser AuRRenflache befindet. Und da ein Wirfel genau sechs
Seiten hat, gibt es genau sechs kleine Wurfel, bei denen nur eine einzige Seite mit der Farbe
in Bertihrung gekommen ist.

Zum Schluss fehlen jetzt nur noch diejenigen Unterwdirfel, die gar keine Seite auRen haben.
Also die Wiirfel, die in der Mitte des groRen Wiirfels sind, und komplett von anderen
Unterwurfeln umgeben sind. Mit Blick zu unserem Modell wird nun ganz schnell klar, das
dies nur ein einziger Wurfel ist, ndmlich der, der sich genau in der Mitte des grofien Wiirfels
befindet. Er grenzt auf jeder Seite an einen anderen Unterwurfel und kommt somit an keiner

Stelle mit der roten Farbe in Kontakt.

Die Probe:

Um nun zu prufen ob wir auch keinen Wirfel vergessen haben, kénnen wir einfach alle
diejenigen kleinen Wurfel addieren, die nach unserer Liste drei, zwel, eine oder keine rote
Seite besitzen und schauen, ob dabei als Ergebnis die Gesamtzahl der Unterwirfel
herauskommit.

Wir haben gezahlt:

8 Wiirfel mit drei roten Seiten

12 Wirfel mit zwei roten Seiten

6 Wiirfel mit einer roten Seite

1 Wirfel mit keiner roten Seite



8+12+6+1=27=3*3*3
Somit ist unsere Liste sehr wahrscheinlich richtig, da ja unser groRer Wirfel genau aus 27

kleineren Unterwiirfeln besteht.

Verallgpemeinerung:

Nun kann man das ganze naturlich auch mit Wiirfeln machen, die nicht nur in 3x3x3
Unterwurfel unterteilt sind sondern auch in 4x4x4 Wirfel oder in NxNxN Unterwdrfel.

Um zu unserer ganz allgemeinen Losung zu kommen betrachten wir doch erstmal den 4x4x4
Wirfel. Wie viele Unterwirfel mit drei roten Seiten gibt es hier? Wie viele mit zwei? Wie
viele mit einer und wie viele mit keiner?

Es gelten auch hier wieder die gleichen Bedingungen wie bei unserem 3x3x3 Beispiel von
oben. Und da die Anzahl der Ecken eines Wiirfels sich durch Anderung der Unterteilung nicht
andert, besitzt auch ein 4x4x4 Wiurfel genau acht Unterwirfel mit drei roten Seiten.

Unsere Kanten des Wiirfels sind jetzt allerdings nicht mehr nur drei, sondern vier Unterwdirfel
lang, aber weiterhin liegen nur zwei dieser Unterwarfel in einer Ecke. Somit haben wir nun
fiir jede Kante des groRen Wiirfels zwei kleine Wirfel mit zwei roten Seiten. Macht insgesamt
12 * 2 = 24 solcher Waurfel.

Fir die Unterwirfel mit einer roten Flache gilt weiter die Bedingung, dass sie an einer
AuRenflache liegen mussen, aber weder in einer Ecke noch an einer Kante. Bei dem 4x4x4
Warfel gibt es davon auf jeder Seite des Wiirfels vier Stiick, also insgesamt 24.

Im Inneren unseres Wiirfels liegen jetzt schon acht Unterwirfel, nd&mlich in den zwei
mittleren Ebenen des Wiirfels jeweils die vier Unterwdrfel in der Mitte.

Macht zusammemgefasst:

8 Wiirfel mit drei roten Seiten

24 Wirfel mit zwei roten Seiten

24 Wirfel mit einer roten Seite

8 Wiirfel mit keiner roten Seite

8+24+24+8=64=4*4*4

Nun kann man leicht die allgemeine Formel fir den N x N x N Wiirfel aufstellen:
8 Wirfel mit drei roten Seiten

12 * (n-2) Wirfel mit zwei roten Seiten

6 * (n-2)2 Wirfel mit einer roten Seite

(n-2)® Wiirfel mit keiner roten Seite



Der Multiplikationstrick mit den Hinden

Was passiert?

Durch ausstrecken bzw. wegklappen einzelner Finger lasst sich das Ergebnis von
Multiplikationen sehr viel einfacher und wesentlich anschaulicher erhalten als durch die
Multiplikation selbst.

Fur welche Multiplikationen geht dies?

Nur im Zahlenbereich von 6*6 bis zu 10*10

Welche Finger muss ich ausstrecken und welche wegklappen?

Jede der beiden Zahlen wird mit Hilfe von einer Hand dargestellt.
Jede Hand hat per se den Wert 5 und jeder ausgestreckte Finger erhéht diesen Wert um 1.
So stellt man zum Beispiel die Zahl 8 mit drei ausgestreckten und zwei weggeklappten

Fingern da, die Zahl 6 mit einem ausgestreckten und vier weggeklappten.

Wie komme ich nun auf mein Ergebnis?

Zuerst stellt man die beiden zu multiplizierenden Zahlen jeweils mit einer Hand da.

Nun betrachtet man die ausgestreckten Finger. Alle ausgestreckten Finger zusammen ergeben
die Anzahl der Zehner im Ergebnis.

Bleiben noch die weggeklappten Finger. Hier multipliziert man die weggeklappten Finger der
einen Hand mit denen der anderen Hand und erhalt als Ergebnis dieser Multiplikation die

Zahl der Einer im Ergebnis der gesamten Multiplikation.

Beispiel an Hand der Multiplikation von 7*8:

Stelle 7 mit der linken Hand da — Zwei Finger ausgestreckt, drei weggeklappt

Stelle 8 mit der rechten Hand da — Drei Finger ausgestreckt, zwei weggeklappt

Ermitteln der Zehner: Zwei ausgestreckte Finger links und drei ausgestreckte Finger rechts,
macht zusammen funf ausgestreckte Finger; also fiinf Zehner.

Ermitteln der Einer: drei weggeklappte links * zwei weggeklappte rechts — sechs Einer
Endergebnis der Multiplikation: finf Zehner + sechs Einer macht zusammen 56

Also 7*8=56



Der kiirzeste Weg

Das Szenario:

Stellen sie sich vor, es ist Samstag Abend und sie sind mal wieder in ihrer Lieblingsdiskothek
auf der Suche nach ihrer Traumfrau. Und tatsachlich, so unwahrscheinlich es klingen mag,
heute Abend ist sie da. Sie steht einfach so da und scheint nur auf sie zu warten. Also nicht
wie hin in die Ecke zu ihr. Aber halt! Doch nicht einfach so mit leeren Handen bei ihr
auftauchen und ungelenk anfangen zu flirten. Erst noch kurz zur Theke und ihr was zu trinken
mitbringen. Aber auf keinen Fall zu lange brauchen, sonst schnappt Dir am Ende noch
irgendeiner die Frau weg. Also einfach den kiirzesten Weg wahlen. Doch was ist der kiirzeste
Weg?

Die Lage:
X

Traumfrau

X Theke
Standort

Mathematische Betrachtung:

Gesucht ist hier der kurzeste Weg vom Standort aus zu einem beliebigen Punkt an der Theke
und von dort dann zur Traumfrau. Doch wie finde ich diesen Weg?

Legen wir doch einfach mal mdglichst giinstig ein Koordinatensystem in unsere Zeichnung.
Als x-Achse wahlen wir dazu die Theke, die y-Achse steht natirlich senkrecht dazu. Damit
haben nun sowohl ihr Standort (a | b), als auch der Standort ihrer Traumfrau (c | d) ganz
bestimmte Koordinaten. Der Punkt, an dem sie an die Theke treten, ist ja noch nicht bekannt
und hat somit auch noch keine festen Koordinaten. Allerdings haben wir ja unsere x-Achse
genau entlang der Theke gelegt, so das jeder Punkt an der Theke die y-Koordinate O hat.
Damit gilt fiir unseren Auftreffpunkt auf die Theke die Koordinate (x | 0).



Mit Hilfe der Koordinaten und unserem Wissen tiber Vektorrechnung kénnen wir nun
versuchen die Langen der einzelnen Strecken auszurechnen. Die Lange unserer Strecke im
Koordinatensystem ist nichts anderes als der Betrag des Vektors, der von einem Punkt zum

anderen flhrt. Somit ergibt sich fur die Strecke vom Standort zur Theke folgendes:

@b

Fir die Strecke von der Theke zur Traumfrau gilt: ,/(c — x)2+d?

Also ist unsere Gesamtstrecke: \/(a —X)2+b2+ \/(c —X)2+d?

Da ja nun unsere Strecke mdglichst kurz sein soll, missen wir nun fir diese Funktion ein

Minimum finden. Dazu bilden wir die erste Ableitung und suchen dort die Nullstelle.
a—Xx c—X

J@-x2+b2  J(c-x)2+d2

f(x)= —

Machen wir doch mal an einem Beispiel weiter:

Beispiel:
Ersetzen wir die vielen Unbekannten nun doch mal durch konkrete Zahlen. Sei also der
aktuelle Standpunkt ( 1 | 3), der Standort ihres Zieles (4 | 4) und unser Punkt an der Theke
(x| 0).

1-x 4-X

Somit ergibt sich fiir unsere Ableitung —\/(1 E 32_\/(4 )2+ 42
—X)2+ —X)°

Die Nullstelle I&sst sich hier ganz einfach mit einem Programm errechnen.

Sie ergibt sich zu %

Somit muss unser Auftreffpunkt auf die Theke fur einen moglichst kurzen Weg (? | 0) sein.

Geht das auch einfacher?

Der Weg mit einem Koordinatensystem, Punkten, Vektoren, Betragen, Ableitungen,
Nullstelle usw. ist sehr arbeitsaufwendig und schwer. Doch wie soll man anders auf die
Losung kommen? Dazu kann man einen ganz anderen, viel einfacheren Weg wéhlen.

Wir wissen, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine Gerade ist. Allerdings
ist die zu gehende Strecke keine Gerade. Zumindest nicht, wenn wir den Standort der Frau

dort lassen, wo sie sich befindet. Aber was passiert, wenn wir diesen Punkt an unserer



Thekenachse spiegeln? Dann kdnnen wir eine Gerade zeichnen, die die Theke schneidet und
die kurzeste Verbindung zwischen dem Standpunkt und der gespiegelten Position der Frau ist.
Und da durch das Spiegeln die Strecke quasi nur umgeklappt wird, ist die Schnittpunkt dieser
Gerade genau der Punkt, an dem wir auf die Theke treffen missen um unseren Weg mdoglich
kurz zu halten. So lasst sich uns Beispiel zeichnerisch l6sen:

Theke

Standort

Spiegelung

Aber auch rechnerisch wird es damit einfacher: Der Spiegelpunkt hat die Koordinaten (4 | -4)

und bildet mit (1 | 3) eine Gerade, von der wir nur noch den Schnittpunkt mit der x-Achse

ausrechnen mussen. Die Gerade ergibt sich zu y = —% X +% und damit der Schnittpunkt wie

iiber die Ableitungen zu (? | 0).



Das Zahlenritsel

Das Problem:

Man wéhle eine beliebige 5-stellige Zahl und schreibe diese auf. Nun notiert man eine
beliebige Permutation dieser Zahl (dies bedeutet eine Zahl, die genau die selben Zahlen
enthalt wie die gewahlte, nur in neuer Reihenfolge). Jetzt subtrahiert man die kleinere Zahl
von der groReren. Im Ergebnis kringelt man nun eine beliebige Zahl, abgesehen von Null, ein

und nennt die tbrigen Zahlen. Damit lasst sich nun die eingekringelte Zahl bestimmen.

Wie funktioniert das?

Im Prinzip ganz einfach. Man addiert nur die Zahlen, die einem genannt werden und erganzt
diese dann zur néchsten Zahl, die durch 9 teilbar ist. Die Zahl, die man noch erganzen muss,
ist die eingekringelte. Wenn die Addition schon eine durch 9 teilbare Zahl ergibt, so ist die 9

die eingekringelte Zahl.

Beispiel:

Wiéhle eine beliebige 5-stellige Zahl: 41379
Permutation dieser Zahl: 14397

Ergebnis der Subtraktion: 26982

Einkringeln einer bel. Zahl: 6

Addition der restlichen Zahlen: 2+9+8+2=21
Erkennen der eingekringelten Zahl: 21+6=27

Warum funktioniert das?

Grund hierfur ist eine Teilbarkeitsregel. Eine Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 9 Teilbar ist. Falls die Zahl nicht durch 9 teilbar ist, so ist der Rest der
Division genau der Rest, der auch bei der Division der Quersumme durch 9 bleibt.

Bei dem oben erkléarten VVorgehen hat man zwei Zahlen mit der gleichen Quersumme, da die
eine ja nur eine Permutation der anderen ist. Daraus folgt das beide Zahlen bei Division durch
9 genau den gleichen Rest besitzen. Nun findet aber ja noch die Subtraktion statt. Und diese
bewirkt, dass das die beiden Reste verschwinden und so das Ergebnis zwangslaufig durch 9

teilbar sein muss. Diese Eigenschaft macht man sich nun zu nutze und ergénzt die genannten



Zahlen zur néchsten Neunerzahl und kann so direkt erkennen, welche Zahl eingekringelt
wurde. Die Null oder die Neun muss man allerdings vom Einkringeln ausschlieRen, da man
ansonsten nicht eindeutig sagen welche Zahl die Ausgewahlte ist. Schliel3lich verédndert die

Null bzw. die Neun die Quersumme in Bezug auf die Teilbarkeit durch 9 nicht.

Gultigkeit der Teilbarkeitsregel:
Wibhle eine beliebige Zahl: 41379 = 4*10000 + 1*1000 + 3*100 + 7*10 + 9*1
Bilde die Quersumme: 4+1+3+7+9 = 24
Zahl — Quersumme: 4*10000 + 1*1000 + 3*100 + 7*10 + 9*1
-( 4+ 1+ 3+ 7+ 9
= 4*9999 + 1* 999 + 3*99 + 7*9

Damit ist sofort erkennbar, dass das Ergebnis durch 9 teilbar sein muss.
Also gilt n — QS(n) ist durch 9 teilbar.



